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ABSTRACT: The aim of this paper is to introduce the application of the Modified Explicit Group(MEG)
~ lferative method to solve the one dimensinonal diffusion equations. In this paper, the 2, 3 and 4-point Explicit
._ | Group(EG) and MEG iterative methods scheme are derived.

 Abstrak: Tujuan kertas ini untuk memperkenalkan aplikasi kaedah lelaran Kumpulan Tak Tersirat
- Terubahsuai(KTTT) untuk menyelesaikan persamaan resapan satu matra, Dalam kertas ini, skema 2. 3 dan 4
:-. Titik kaedah leiaran Kumpulan Tak Tersirat(KTT) dan K TTT juga dirumuskan.

1. Pengenalan

: Pertimbangkan masalah nilai awal-sempadan yang membabitkan persamaan parabolik yang
memperihalkan pengaliran haba. Kertas kerja ini menekankan perbincangan penyelesaian berangka bagi
| persamaan resapan satu matra yang ditakrifkan sebagai

. W U

e =v—-\, (x,t) €[0,1]x[0,T] (1.1)

o ax

gan v parameter resapan. Sementara itu, penyelesaian bagi' masalah (1.1) pula bergantung kepada syarat
adan Dirichlet

U(0,1) = g1 (1),t > 0
U(L,1) = ga(t)t > 0

dar syarat awal
Ux,0)=ga1(x),0<x <1
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2. Penghampiran Beza Terhingga

Dalam kertas kerja ini, kita hanya mepertimbangkan kaedah Crank-Nicolson untuk mendapatkan persamaan
penghampiran beza terhingga bagi persamaan (1.1). Untuk setiap terbitan separa selanjar dalam persamaan (1.1)
perlu digantikan oleh purata penghampiran beza terhingga kecuali pada masa dan dapat ditunjukkan seperti di
bawah.

ou Uijn—Uij

— A = =+ Ol(At

ot i at (( )) @1
o*u 1| Uit = 2Uijur + Uia i Ui-;j'2U1j+Ui+lj] .

e B P ’ Iis i ‘ )|+ of(ax

x> 2{ (Ax) (Ax)2 (7). .02

i-!j |
Sekiranya penghampiran (2.1) dan (2.2) digantikan ke atas masalah (1.1), boleh diperolehi suatu persamaan 5
penghampiran beza terhingga seperti berikut;

vAt

2({‘&")2) Eji-l,j+l - 2Ui,j+] + Ui+1,j+1 + Ui—l,j = ZUi’j + Ui+l,j] (2.3)

Ui,j+1 - Ui,j =

Kemudiannya persamaan [5.1.7] boleh diolahkan semula sehingga bentuk yang berikut diperolehi;

— A Ui j+1 + %atUi jo1 —AaUisn ju1 = fij 24
dengan,
vAt
:"La =—7, 041 = 1+21a, Oar = 1 -2}-.9‘,
2((Ax)%)
fiE,Lj = AaUiy,j +aaaUij +AaUi4
it1 (A, o, &
— A —
A &) ()

i-1 i 1+1

Rajah 1: Molekul pengiraan bagi skema kaedah C-N sapuan penuh

Perhatikan Rajah 1 bagi persamaan penghampiran (2.4) pada paras masa ke-(j+1), persamaan ini dig
untuk melaksanakan kaedah lelaran sapuan penuh. Seterusnya, kita cuba mendapatkan persamaan penghampir
beza terhingga untuk kes pelaksanaan kaedah lelaran separuh sapuan dan separa sapuan. Pertimbangkan
purata penghampiran beza terhingga bagi 2Ax dan 4Ax yang masing-masing ditakrifkan sebagai :'
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2 Uiz i1 =2Ui i + Uiz Uj—2.3-2U; 5 + U2,
d 'E?:I _1f Fi-2,i4 l,J—l—; i+2,j+1 il 2, l,}z i+2,] +G((ﬂx]2} @5
x| 2 (24x) (24A%)
dan
2 i | s N V| i P Tk
a 1| Ui_g 2U: 51+ Ui g Ui 4:=-2U;;+ Ui 4
IZJ _ 1 Mi4,j+ 1._r+2 i+4,j+] i) 1,_|2 i+4,] +U((£‘ax)2] 2.6)
s 2 (4Ax) (4Ax) :

Dengan menggantikan persamaan (2.2) dan (2.5) ke atas persamaan (1. 1), boleh ditunjukkan bahawa
vAt

i T | —
s 2((24x)2)

&

[Ui—2+j+1 =2Uj j1 + Uiz, ji1 + Ujg,j = 2U; j+ Uy, j] (=1

Jika persamaan (2.7) diolahkan semula schingga bentuk ringkas diperolehi seperti berikut:
b
—ApUi—2,j+1 + @p1Uj je1 — ApUis2,j41 = §ij 28)
dengan,

At
A v

2((24%)%)
b
fi,j = ApUi-p,j + op2Ui j + ApUi4,

j+1 @ (@) @
| @4—2&%@ @

i-2 1 i+2
Rajah 2: Molekul pengiraan bagi skema kaedah C-N separuh sapuan

s Up = ]+2:"uh, Up2 = l—Zlh,

Menerusi cara yang sama diperolehi persamaan (2.4) dan (2.8). Persamaan (2.6) digunakan untuk
mendapatkan persamaan penghampiran beza terhingga bagi kes separa sapuan yang boleh diungkapkan sebagai

C
= AUi—g 41 +901Uj a1 = AcUirg,j41 = fij (2.9)
dengan,

A vAt

c=————» O =1+2A;, a,=1-2A,,
2((48%)%)

-
fij =AcUio1,j +acUi j+AcUisyj
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Rajah 3: Molekul pengiraan bagi skema kaedah C-N separa sapuan
3. Kaedah Lelaran Kumpulan Tak Tersirat Terubahsuai

Pertimbangkan pada paras masa ke-j dan j+1, domain dipartisikan kepada beberapa subselang seperti
ditunjukkan oleh Rajah 4, 5 dan 6.

it o—o—ao—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0
> —o—9—0—0—0 900 —0—90 90— 9§
as
xi

J
al) al a2 a3 a4 ab a7 al ad al0 all al2

Xy X X Xy X, Xs % X Xy Lo Xn Xz
Rajah 4

it e—O—o—0O0—o—00——00——0—0—0—0@

| —O—e—O0—e—0O—e—O0—e—O0—e—0—

a0 al a2 a3l ad as ab

Xy X X X X, Xy Xs X X X, X X Xn
Rajah 5:

Rajah &:

Dalam kes lelaran separuh sapuan pada Rajah 5, kita membangunkan kaedah lelaran KTTT separuh atau
separa sapuan yang konsepnya sama seperti kaedah lelaran Kumpulan Tak Tersirat Nyah-Pasangan(KTTNP) yang
diperkenalkan dalam Abdul Rahman (1991). Pelaksanaan lelaran titikk KTTT menggunakan @ persamaan
penghampiran (2.8) hanya dilakukan ke atas titik-titik yang ditandakan O sehingga lelaran penumpuan dicapai.
Manakala penyelesaian pada baki titik-titik lain diperolehi secara kaedah terus menggunakan persamaan (2.4).
Pendekatan lelaran separa sapuan pula adalah serupa
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dengan kes lelaran separuh sapuan. Manakala penyelesaian pada titik-titk yang tidak dipertimbangkan semasa
pelaksanaan lelaran diperoleh menerusi persamaan penghampiran (2.8) dan setelah itu, diikuti oleh persamaan
penghampiran (2.4). Skema kaedah lelaran Kumpulan Tak Tersirat Terubahsuai (KTTT) yang dibincangkan,
menghadkan perbincangan untuk mendapatkan skemakaedah lelaran 2, 3 dan 4 Titik-KTTT.

Sebelum memperihalkan lebih lanjut tentang formulasi beberapa skema kaedah lelaran KTT dan KTTT,
perhatikan sistem persamaan linear yang dijanakan masing-masing oleh persamaan penghampiran (2.4), (2.8) dan
{2.9) boleh diwakilkan secara umum dengan suatu sistem persamaan linear yang ditakrifkan sebagai

A U =f
w5 (3.1)
dengan, B i
p -9
-9 P -9
-9 P -9
Ay = i
-4 P -9
I 9 P )
T
U = [Ualljﬂ-.-uaz,jﬂxualj-ﬂ yrey Uar,j+l ]
~j+l

T
fj = [fal,j fa 2.] =f3,3.j r*-wfar,j ]

2
persamaan penghampiran (2.4}, (2.8) dan (2.9).

m+l m+1 i . o "
denganr=m, —1| dan 2 1 | masing-masing untuk mewakili sistem persamaan yang dijana oleh

3.1.Formulasi 2 Titik-KTTT

Berpandukan pada Rajah 4, 5 dan 6, andaikan sekumpulan 2 ftitik jenis ® berturutan yang
membentuk suatu sistem persamaan linear (2x2). Ketiga-tiga persamaan (2..4), (2.8) dan (2.9) boleh diolahkan
untuk membangunkan skema kaedah lelaran 2 Titik-KTTT yang dinyatakan (Abdul Rahman & Arsmah,1990)

secaraumumnya sebagai secara umumnya sebagai
[ p —q} Uai,j+1 :{51]
-q p || Vai+Lj+1| [S2 (3.2)
dengan,
S1 = qU,j j41 + fai

S7 = qU,is2,j41 + faiv1,j
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Dengan menentukan matriks songsangan bagi matriks pekali (3.2), pelaksanaan kaedah lelaran 2 Titik-KTT
boleh dituliskan sebagai

Uaijeur | 1 {IJ CIlSl]
Vai+1j+1]| p?-q®la PLS2 (3.3)

3.2 Formulasi3 Titik-KTTT

Skema kaedah lelaran 3 Titik-KTT dibentuk daripada sekumpulan 3 titik jenis @ berturutan. Sekumpulan
titik ini pula menjanakan suatu sistem persamaan linear (3x3) seperti berikut;

P —q O} Uy S

-0 P —q| Uaispj41 |=|S2 (.4)
0 —q p Uai+2,j+1 S3

dengan,

S1 = qUaj 541 +fai

Sy = fais1

S3 = qU,i43,j+1 + fais2,

Seterusnya tentukan matriks songsangan bagi matriks pekali (3.4), boleh dinyatakan suatu sistem
persamaan baru sebagai

Ui j+1 l pi_qi Pq "-12 S
Usisl,j+1 =3 2 M p? R S2
Ugisajo1 | PP 7297)] ¢ pqa p--q°|S3 (3.5)

Bila diperhatikan sistem persamaan (3.5), matriks songsangan bagi matriks pekali (3.4) adalah suatu
matriks penuh. Akibatnya berlaku peningkatan kerumitan pengiraan bagi sistem persamaan (3.5). Pertimbangkan
matriks songsangan bagi matriks pekali sistem persamaan (3.4) boleh diwakilkan sebagai hasiltambah dua matriks
yang diberikan oleh

2
I p _qZ Pq '512
Pq ]5'2 Pq

3 a2
p(p™-2q97) qz pq pz_qz
o (3.6)
| 4@ vap) a@)] |p?-2q¢*
———||p@) vp) p@)|+ 0

T2 L2
PP™ =237\ 4(g) v, () aa) p*-2¢7
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Oleh itu, kerumitan pengiraan bagi sistem persamaan linear (3.5) boleh dikurangkan dengan teknik
melakukan dua pengiraan yang setiap satu disimpan pada satu pembolehubah untuk digunakan berulangkali
(Jumat,1998). Secara umumnya, pelaksanaan sistem persamaan ini boleh ditulis sebagai

Uai, j+1 ;|20 + PaSy

Vaitjrl |=—| PVa (3.7
Uais2,j+1 PPa | qva +paS3

dengan,

pa =p° -2q%.va =q(S; +53)+pS;
3.3 Formulasi4 Titik-KTTT

Perbincangan seterusnya tentang pembangunan skema kaedah lelaran 4 Titik-KTT yang membabitkan
sekumpulan 4 titik jenis @ berturutan yang menjanakan suatu sistem persamaan linear (4x4) dan boleh
dituliskan sebagai

p -a 0 07 Uajn fai.;
- p —-q 0 | Uai+l,j+1 fai+1,,j (3.8)
0 -q p -q|Uaiszjer| |fais2,]
0 0 -q p|Vaiszja]| [fais3j)

Uengan,
S1 =qUy; js1 + fai
Sy = fhia1j
53 = fhis2,j

S4 = QUaiv4g ju1 + fais3
Seterusnya darabkan sistem persamaan (3.8) dengan matriks songsangan bagi matriks pekalinya dan
kemudiannya menerusi teknik pengurangan kerumitan pengiraan, skema kaedah lelaran 4 Titik-KTTT boleh
dinyatakan sebagai

Uai,js1 [ PPaS| +qVa |
Uait1,j+1 | _ 1| 9ppSi+PpYa (3.9)
Usi+2,j+1| Pe|9PbS4 +PVp
| Uai+3,j+1 | | PPaS4 +QqVp |
dengan,

Pa =p>—-24%,pb =P>-4°.Pc =P Pa —4°Pb
Va =PbS2 +PaS3 +9°S4
Vp =€|251 +pgSs +ppSy
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4. Keputusan Berangka

Semua ujikaji berangka yang telah dilakukan terhadap persamaan resapan satu matra yang membabitk:

masa t seperti berikut:

.
dJ  o”U
=" (x, 1) €[0,1)x[0,T]
ot f 4
yang v = 1.0. Sementara itu, syarat sempadannya diberikan oleh

U, t)=0,t>0
U(Lt)=0t>0

(4
dan syarat awal (t=0)
U(x,0) =sin(nx),0<x =<1
(4
Manakala penyelesaian tepat bagi masalah (4.1) dinyatakan sebagai
2
U(x,t) =e ™™ " sin(nx) 4

Hasil-hasil ujikaj berangka ditunjukkan dalam Jadual 4.1, 4.2 dan 4.3

Jadual 4.1a: Bilangan lelaran dan masa yang diambil (dalam saat) untuk :

v=1.0 Ax " =512, At=0.005,T=0.5

SAPUAN PENUH SEPARUHSAPUAN SEPARA SAPUAN

(TERUBAHSUAL)
KAEDAH Bil. lelar Masa Bil. Lelar Masa Bil. lelar Masa
GS 7444 5307.3 2088 754.9 583 126.8
2-KTT 3946 4399.7 1102 624.0 308 97.8
J-KTT 2719 2977.1 759 425.1 213 67.6
4-KTT 2088 3652.6 583 503.0 165 Iy

Jadual 4.1b: Ralat Maksimum untuk : v= 1.0, Ax " =512, At=0.005, T=0.5

SAPUAN PENUH SEPARUH SAPUAN SEPARA SAPUAN
(TERUBAHSUALI)
KAEDAH Ralat maks. Ralat maks. Ralat maks.
GS 1.93064E-05 2.05574E-05 2.20715E-05
2-KTT 1.99252E-05 2.07118E-05 2.21091E-05
J-KTT 2.01322E-05 2.07631E-05 2.21219E-05
4-KTT 2.0235TE-05 2.07892E-05 2.21282E-05
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Jadual 4.2a: Bilangan lelaran dan masa yang diambil (dalam saat) untuk :
v=1.0,Ax " =256, At=0.005T=05

SAPUAN PENUH SEPARUH SAPUAN SEPARA SAPUAN
(TERUBAHSUALI)
KAEDAH Bil. lelar Masa Bil. Lelar Masa Bil. lelar Masa
GS 2088 703.0 583 103.9 166 17.4
2-KTT 1102 594.3 308 84.9 89 13.9
J-KTT 759 404.0 213 58.7 63 10.0
4-KTT 583 486.6 165 70.6 51 11.9
Jadual 4.2b: Ralat Maksimum untuk : v= 1.0, Ax ' =256, At=0.005,T=05
SAPUANPENUH SEPARUH SAPUAN SEPARA SAPUAN
(TERUBAHSUAI)
KAEDAH Ralat maks. Ralat maks. Ralat maks.
GS 2.05573E-05 2.20715E-05 2.73222E-05
2-KTT 2.07118E-05 2.21092E-05 2.73308E-05
3-KTT 2.07631E-05 2.21219E-05 2.73335E-05
4-KTT 2.07891E-05 2.21285E-05 2.73348E-05
Jadual 4.3a: Bilangan lelaran dan masa yang diambil (dalam saat) untuk
v=1.0,Ax " =128, At=0.005, T=0.5
SAPUAN PENUH SEPARUH SAPUAN SEPAR ASAPUAN
(TERUBAHSUAI)
KAEDAH Bil. lelar Masa Bil. Lelar Masa Bil. lelar Masa
GS 583 97.6 166 14.2 51 2.8
2-KTT 308 81.5 89 12.0 29 24
J-KTT 213 56.4 63 8.7 22 1.9
4-KTT 165 68.5 51 " 10.8 19 24

Jadual 4.3b: Ralat Maksimum untuk : v =1.0, Ax ' = 128, At=0.005, T=0.5

SAPUAN PENUH SEPARUH SAPUAN SEPARA SAPUAN
(TERUBAHSUAI)
KAEDAH Ralat maks. Ralat maks. Ralat maks.
GS 2.20691 E-05 2.73191E-05 4.85032E-05
2-KTT 2.51069E-05 2.73276E-05 4.85046E-05
J-KTT 2.21198E-05 2.73303E-05 4.85050E-05
4-KTT 2.21261E-05 2.73315E-05 4.85055E-05
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5. Kesimpulan

Melalui pemerhatian hasil ujikaji berangka yang diperolehi pada Jadual 4.1, 4.2 dan 4.3, didapati bahawa
ralat maksimum bagi kaedah Gauss-Siedel, KTT dan KTTT adalah hampir sama untuk saiz subselang x yang
berbeza. Walau bagaimanapun kaedah lelaran separa sapuan sama Gauss-Siedel dan KTTT mempunyai kadar
penumpuan yang jauh lebih cepat berbanding dengan kaedah lelaran separuh sapuan atau sapuan penuh. Misalnya
untuk saiz Ax ' = 512, bilangan dan masa lelaran yang diambil untuk mencapai penumpuan bagi kaedah lelaran
Gauss-Siedel separa sapuan masing-masing adalah 92.17% dan 97.61% kurang daripada bilangan dan masa
lelaran yang diperlukan bagi kaedah lelaran Gauss-Siedel sapuan penuh. Hal ini berlaku kerana jumlah
kompeksiti pengiraan bagi kaedah lelaran Gauss-Siedel separa sapuan jauh lebih rendah berbanding kaedah
lelaran Gauss-Siedel sapuan penuh.

Secara keseluruhannya, kaedah lelaran 3 Titik-KTTT separa sapuan adalah jauh lebih baik dari segi
bilangan dan masa lelaran berbanding dengan kaedah lelaran KTT dan KTTT yang lain. Meskipun bilangan
lelaran bagi kaedah lelaran 4 Titik-KTTT jauh lebih sedikit daripada kaedah lelaran KTTT yang lain, masa
lelarannya lama berbanding kaedah lelaran 3 Titik-KTTT kerana berpunca daripada kerumitan pengiraannya
yang tunggi.
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