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ABSTRAK. Kertas ini bertujuan memperihalkan perumusan skema kaedah lelaran 2, 4
dan 6 Titik Kumpulan Tak Tersirat (KTT) dengan menggunakan penghampiran unsur
terhingga yang diperolehi berasaskan kepada unsur segi empat tepat bagi menyelesatkan
persamaan Poisson dua matra.

KATAKUNCIL. Persamaan Poisson, lelaran blok Kumpulan Tak Tersirat, unsur segi empat

ABSTRACT. The aim of this paper is to describe the formulation of the 2, 4 and 6 Point
Explicit Group (EG) iterative methods scheme with finite element approximation, which is
obtained based on rectangular element to solve the two dimensional Poisson’s equation.

KEYWORDS. Poisson’s equation, Explicit Group block iterative, rectangular element

PENGENALAN

Pertimbangkan persamaan Poisson dua matra yang didiskretkan dalam bentuk persamaan
penghampiran unsur terhingga. Persamaan ini sering dikaitkan dalam memperihalkan fenomena
pemindahan haba yang ditakrifkan sebagai

U U
—5 t 5 =S(x%Y) untuk (x,y)e D=[ab]x[ab] (1)
ox dy
tertakluk kepada syarat-syarat sempadan
Ufx,a)=gx)
Ufx,b)=gs(x)
Ula,y)=g3(y)
Ulb,y)=ga(y)

}un[uk a<x<h,

}unmk a=y=<bh,
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Sementaraitu U (x, y ) adalah nilai yang memperihalkan suhu pada sebarang titik (x.y)e D dalam
keadan mantap. Bagi memudahkan untuk memperolehi persamaan penghampiran unsur terhingga
bagi masalah (1), selang dalam arah x dan y perlu dipartisikan secara seragam kepada beberapa
subselang yang membentuk beberapa segmen unsur terhingga seperti ditunjukkan pada Rajah 1.
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Rajah 1. Rangkaian dan kedudukan unsur segi empat sama ¢;, j suntukij=0,1,...,

m-1 bagi kes m = 5 dalam domain penyelesaian (1).

1=m=>5

Kertas ini hanya membincangkan fungsi U(x,y) yang dihampiri oleh fungsi interpolasi pada sebarang
unsur segi empatsama ¢€; ; yang ditunjukkan pada Rajah 1 diberikan oleh
Ug (%)= Ni(x,y U; j+ Nolx,y Wiy j +
N3( X, 9 Wisg jo1 + Na( 2,3 U oy @)
dengan

h = Xip) — X = Vi1 — Yijs

1 -1

Nifx,y)= f—g(-’f—l'm ) f‘b ~ Yj+l ] Na(x,y)= ’,_2(1 - ;) (J" T }’j+1)’
1 T
I J—

Ni(x,y)= ;2—(1'—1;'} (}’ - J';‘]- Nyl x,y) = h_z(x_xﬂl) (}’ - J"_f]~
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Secara umumnya fungsi bentuk unsur segi empat, N ( x, v ), untuk k=1,2,3 4 boleh dinyatakan

semula sebagai
.
Ngrwhﬁ(x ~b)(y-c), untukk=123.4 (3)

yang,

(o] [1] [&] [xa] [a] [

ap|_|~1 b2 _| N €2 | _| Yj+l

ay| | 1| |b x| |a Y

lag| (=1} |ba) |X%n] Lea) |V

Maka terbitan N, (x,y) terhadap x dan y diberikan oleh

NE _ 4 (y_¢,)

dx  j? (4)
dan

E]Nk _ (Ik )

ﬁmﬁ(*‘l’?&). (5)

PERUMUSAN MOLEKUL PENGIRAAN SEMBILAN TITIK
UNSUR SEGI EMPAT

Pertimbangkan penggunaan pendekatan fungsi atap (Lewis & Ward, 1991) untuk
mendapatkan perumusan persamaan penghampiran bagi persamaan (1). Perhatikan pada Rajah
1, terdapat beberapa unsur terhingga yang dibentuk pada domain penyelesaian. Oleh itu, fungsi
U(x,y} dihampiri pada domain tersebut oleh

m m
Ulx,y)= D2 D Ry (X3 p . (6)
p=0g=0

Dengan berpandukan pada rangkaian unsur segi empat pada Rajah 1, penakrifan fungsi atap
R}, 4( x.y ) ke atas fungsi bentuk N, ( x, y ) dapat diperihalkan dengan mudah seperti yang

ditunjukkan dalam Jadual 1.
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Seterusnya kertas ini hanya mempertimbangkan kaedah reja Galerkin yang ditakrifkan
sebagai

”D Rz‘,jf X,y )E(x,y ) dxdy =0, ynuk i,j=0,1,2,....m (7)

U au
+

Dy

adalah fungsi reja. Dengan menggunakan teorem Green

pada satah dan syarat-syarat sempadan bagi persamaan (1), persamaan (7) boleh dituliskan sebagai

bb
oR: - oR: -
J‘j 1] ol P ¥ U dxdy = F}j @
dx dx  dy dy ’
a0
yang mana,
b b

_ I J R j(x,¥)f(x,y) dxdy.

o

Berpandukan pada Rajah 1 dan pertimbangkan persamaan (4) dan (5), terbitan [J (,r, y) masing-
masing terhadap x dan y diberikan oleh

o aH

—“ZZ M“ (9)

p=lg=0

dan

m m aR

"“**ZZ MU (10)

pﬂqﬂ

Dengan menggantikan persamaan (9) dan (10) ke atas (11), boleh diperolehi

mooom

2. 2 47paUpa = Fij untuk i,j=0,1,2,...,m (11)
p=0g=0
Wdng,
bb bb
oR; ; E:"R oR; ; BR
o _ g p 7 g
Aijp.a Ij ar Ew dxey + Ij dxdy

o
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Daripada persamaan (11), boleh dituliskan satu sistem persamaan penghampiran unsur

terhingga linear ((m +1)x(m + 1)) berpandukan Rajah 1. Walau bagaimanapun persamaan
penghampiran unsur terhingga (11) pada U; ; yang tak diketahui boleh diungkapkan dalam bentuk

lebih ringkas dengan menentukan terlebih dahulu pekali-pekali A; j, , dan boleh ditunjukkan

sebagai
1 1 1 1 8 |
FYirbin 3 Vi3 Ui ju 4 3Uinj =3 Ui+ 5 Ui i+
| 1 ] (12)
3UimLj1 43 Vija 3 Ui j = £ e
Sementara itu, molekul pengiraan bagi persamaan penghampiran unsur terhingga (12) yang
" berasaskan penghampiran polinomial peringkat ketiga (Fagan, 1992) ditunjukkan pada Rajah 2.

Jadual 1. Penakrifan fungsi atap R, ,( x,y ) ke atas fungsi bentuk N.( x,y) dalam

kesm=3
Unsur Roop [Rig | Rog [ Rag [Roy [ Ry [ Ry | Ray | Roa [Ryz | Ras [Rss | Ros | Ry | Rys | Ray
Can N, | Ny | 0 0 [ N, [N [ O 0 0 0 0 0 0 0 0| o
G | O | N[Ny [ O 0 | Ny [ Ny | O 0 0 0 0 0 0 0 0
. 0 0 [ N, | N, 0 [ N, | N, | O 0 0 0 0 0 0 i
Ca, 0 0 0 0 | N, | N, | 0 N, | Ns | O 0 0 0 0 0
- 0 0 0 0 0 | N, | Ny | © 0 | Ny [ N2 | © D 0 0 0
¢, oo oo 0o [0 N N[0 |0 | N, [N | D | O] 0 | 0
. 0 0 0 00 0 0 0 | N | N, | O 0 | N, | Ny, | D 0
- 0 0 0 0 0 0 0 0N, [N, [0 0| Ny | N, | O
- 0 D 0 0 0 0 0 0 0 0N, [N, [ 0 | Ny | Na
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Rajah 2. Molekul pengiraan 9 titik unsur segi empat sama.

KAEDAH LELARAN KUMPULAN TAK TERSIRAT

Kaedah lelaran Kumpulan Tak Tersirat (KTT) dikategorikan sebagai kaedah lelaran blok
yang mempertimbangkan sekumpulan titik berdekatan dan diselesaikan secara serentak. Dalam
usaha mengaplikasikan skema kaedah lelaran blok yang telah dirumuskan ke atas kaedah beza
terhingga oleh Yousif (1984), Arsmah (1993), Jumat dan Abdul Rahman (1998; 1999) serta Jumat
et al. (1998), maka dalam kertas ini, hanya diberikan kaedah lelaran 2, 4 dan 6 Titik-KTT yang
dirumuskan berasaskan pada persamaan penghampiran (12). Sementara kaedah lelaran Gauss-
Seidel (GS) ke atas persamaan tersebut juga dilaksanakan dan bertindak sebagai kaedah lelaran
piawai.

Perumusan 2 Titik-KTT

Berpandukan pada Rajah 2 dan pertimbangkan untuk sebarang 2 titik berturutan ke atas
persamaan (12), perumusan kaedah lelaran 2 Titik-KTT membabitkan sistem persamaan linear
(2x2) yang secara umumnya dinyatakan sebagai

[8 —1] Uij | sl]
-1 8 Uiy | |5, (13)

yang,
St =Victjut VU it + Uy it + Uiy joy +Uj oy + Uy g +U;,; =35,
52 = Ui jut ¥ Vst jur + Vs, jt #Uj oy +Upyy joy + Ui o tUis2,j =34,
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Dengan menyelesaikan sistem persamaan (13), boleh ditunjukkan skema lelaran 2 Titik-
KTT dinyatakan sebagai

Ut‘; =-]._8 1 Sl
Uiy | 63[1 8]S2) (14)

Perumusan 4 Titik-KTT

Pertimbangkan sekumpulan 4 titik berdekatan yang menjanakan sistem persamaan linear
(4x4), boleh dituliskan sebagai

(8 -1 -1 -1| Ui S|
-1 8 -1 -1 Ui+l,j B Y
1 -1 8 —1| Uiju | |5 (15)
=1 =1 =1 8 | Ui ju1| |S4]

yang,
S1 =Vt jo1 + Ui jo1 + Vs, jo1 #Uimy, jur +Ujog ;=35
Sy =Uj joq + U, jo1 # Ui, j-1 HUis2, 1 PUii2,j = 3Fi,
S3=Uiy,js2 * Ui j+2 t Ui j+2 Uiy je1 tUio,j =35 js
Sq =Uj js2 +Uisy jaz2 +Uis2, j+2 * Uisz, j PUis2,j = 3Fi4, j1-

Dengan menggunakan teknik pengurangan kekompleksan pengiraan yang telah
dibincangkan oleh Jumat dan Abdul Rahman (1998; 1999) serta Jumat et al. (1998) ke atas
sistem persamaan (15), boleh dinyatakan skema lelaran 4 Titik-KTT sebagai

Uij | [Se+51/9)

Ui, Sy +(52/9)
Ui jin S, +(S3/9) (16)

Uit js1 | [Sq+(S4/9)]
dengan S, = (S) + S, + S3 + 54 )/45.

Perumusan 6 Titik-KTT
Melalui langkah-langkah dan teknik pengurangan kekompleksan serupa yang dibincangkan

dalam perumusan 2 dan 4 Titik-KTT, boleh ditunjukkan bahawa skema lelaran 6 Titik-KTT
diungkapkan sebagai
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Ui | [Sa+(81/9)]
Uis, Sp +(82/9)
Uiva,j | | Sc+(83/9)
Uisl, j+1 | S, +(84/9) (17)
Uist,j1 | | Sp +(S5/9)
Uiz jur | [ Se+(S6/9)]

yang,

S2 =Uj joy +Upin,j1 + Ui, jo1 = 3Fj4

83 =Uis1, j1 U2, jo1 Uiy jo1 U3, j U3 i = 3F40 )

Sq =Uijra+U; jra +Upsy je2 + Uiy ju +Upy = 3F a1,

S5 = U jr2 + Ui ja2 +Uisa je2 = 3Fq 41

S6 =Uist,j+2 + Ui j+2 +Uis3 j42 + U3 jat U3 j = 3F40, sl

P, =81+84, Br=S+Ss, f3=53+5s,
S, =598+ 638, +183;)/2583,
Sy = (638, + 775, +633;)/2583,
S. = (18, + 638, +59,8;)/2583.

UJIKAJIBERANGKA

Pelaksanaan ujikaji berangka bagi memperihalkan kecekapan beberapa skema kaedah
lelaran KTT telah dilakukan ke atas sistem persamaan penghampiran unsur terhingga linear yang
diperolehi menerusi pendiskretan persamaan Poisson dua matra yang dinyatakan seperti berikut;

a2 2
oU U 2, .21 xy
2 +-—2=(x +y )e untuk (x,y)eD=[01]x[0]1] (18)

Manakala penyelesaian hampiran yang diperolehi pula dibandingkan dengan penyelesaian tepat
bagi masalah (18) yang diberikan sebagai

Ulxy)=e", unik 0<x,y<l. (19)

78




Kaedah Lelaran Kumpulan Tak Tersirat ke atas Kaedah Unsur Terhingga Segi empat bagi persamaan Possson dua-matra,

Semua keputusan ujikaji berangka yang diperolehi daripada pelaksanaan kaedah lelaran
GS dan KTT ditunjukkan dalam Jadual 2, 3 dan 4. Dalam pelaksanaan ujikaji tersebut, ujian
penumpuan menggunakan nilai ralat toleransig = 10719,

KESIMPULAN

Hasil pemerhatian ujikaji berangka yang ditunjukkan pada Jadual 2, 3 dan 4, didapati
bahawa semua skema kaedah lelaran KTT adalah jauh lebih baik dari segi bilangan dan masa
lelaran yang diperlukan untuk mencapai penumpuan berbanding dengan kaedah lelaran GS sama
ada kes m =8, 16 dan 32. Walau bagaimanapun untuk sebarang nilai m tersebut, kaedah
lelaran 6 Titik-K'TT pula adalah lebih baik daripada kaedah lelaran GS dan KTT yang lain. Misalnya
pada bilangan selang m = 32, pengurangan sebanyak 36.40% dan 35.85% masing-masing pada
bilangan dan masa lelaran jika dibandingkan dengan kaedah lelaran 2 Titik-KTT. Keputusan ini
Juga setara dengan keputusan kajian lelaran blok yang dilakukan oleh Jumat dan Abdul Rahman
(1998; 1999) serta Jumat et al. (1998).

Jadual 2. Perbandingan bilangan lelaran

Kaedah Bilangan selang m
Lelaran

8 16 32
GS 97 364 1355
2-KTT 36 320 1195
4-KTT 63 235 869
6-KTT 57 205 760

Jadual 3. Perbandingan masa lelaran dalam saat

Kaedah Bilangan selang m
Lelaran

8 16 32
GS 1.15 3.22 34.66
2-KTT 0.99 4.56 32.02
4-KTT 0.77 3.35 21.97
6-KTT 0.65 291 20.54
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Kaedah Bilangan selang m
Lelaran

8 16 32
GS 8.6150 E-04 2.1286 E-04 5.3121 E-05
2-KTT 8.6150 E-04 2.1286 E-04 5.3122 E-05
4-KTT 8.6150 E-04 2.1286 E-04 5.3123 E-05
6-KTT 8.6150 E-04 2.1286 E-04 5.3124 E-03

Jadual 4. Perbandingan ralat maksimum
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